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ZASTOSOWANIE REGRESJI WIELOKROT-
NEJ | SIECI NEURONOWEJ DO MODELO-
WANIA ZJAWISKA TARCIA

Streszczenie W pracy przedstawiono modele regresyjne opisu zjawiska
tarcia w procesach ksztattowania blach. Zastosowana analiza regres;ji wie-
lowymiarowej oraz sztuczne sieci neuronowe pozwalajg na zminimalizo-
wanie lub calkowite wyeliminowanie wykonywania czasochtonnych préb
tarcia w celu okreslenia warto$ci wspotczynnika tarcia dla szerokiego za-
kresu zmiennos$ci warunkéw tarcia. Ponadto metody te nie wymagajg zna-
jomosci wszystkich czynnikéw wplywajacych na zjawiska tribologiczne
oraz ich interakcji w strefie kontaktu. Do budowy modeli tarcia wykorzysta-
no wyniki przeprowadzonych doswiadczen préby przeciggania paska bla-
chy w warunkach tarcia suchego majgcych na celu wyznaczenie wptywu
wartos¢ chropowatosci powierzchni blachy, chropowatosci powierzchni
przeciwprébek oraz sity nacisku na warto$¢ wspotczynnika tarcia. Analize
regresji wielokrotnej przeprowadzono za pomocg podprogramu uzytkowni-
ka w srodowisku Matlab, natomiast do zbudowania modelu neuronowego
zastosowano program Statistica Neural Networks.

1 Wprowadzenie

Regresja wielokrotna jest metoda statystyczng ktérej, gtbwnym celem
jest ilosciowe ujecie zwigzkéw pomiedzy wieloma zmiennymi niezalez-
nymi a zmienng zalezng [1]. Nawet jesli nie istnieje sensowna zaleznosé¢
pomiedzy zmiennymi, mozna dazy¢ do powigzania ich za pomocg réw-
nania matematycznego. Rownanie to moze nie posiada¢ sensu fizycz-
nego, ale przy pewnych zalozeniach pozwala na prognozowanie wielko-
Sci okreslonych na podstawie znajomosci innych zmiennych. Regresja
jest jedng z najczesciej stosowanych metod w zastosowaniu do rozwia-
zywania probleméw w naukach technicznych, ekonomii i zarzadzaniu
[2]. Wsrod szerokiego zastosowania analizy regresji w tribologii nalezy
zwroci¢ szczegoblna uwage na wyznaczanie wartosci wspoétczynnika tar-
cia [3, 4] oraz do okreslenia wpltywu obcigzenia i drogi tarcia na szyb-
kos¢ zuzycia [5].

Sztuczne sieci neuronowe (SSN) stanowig sktadajg sie z potaczo-
nych ze sobg weztéw obliczeniowych zwanych neuronami. Istotng cechg
SSN jest mozliwos¢ uczenia sie - tj. modyfikowania parametrow charak-
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teryzujacych poszczegodlne neurony w taki sposéb, by zwiekszy¢ efek-
tywnos¢ sieci przy rozwigzywaniu zadan okreslonego typu. Dziatanie
sieci neuronowych jest oparte na dziataniu ludzkiego moézgu, ktory po-
siada zdolnos¢ do gromadzenia, przetwarzania i odzyskiwania danych.
Do podstawowych whasciwosci sieci heonowych nalezy zaliczy¢é zdol-
nos¢ do uogolniania wiedzy, mata wrazliwo$¢ na btedy w zbiorze ucza-
cym a takze mozliwo$¢ réwnoleglego i rozproszonego przetwarzania
danych. Sieci umozliwiajg takze kontrole nad ztozonym problemem wie-
lowymiarowosci, ktéry przy stosowaniu innych metod znacznie utrudnia
proby modelowana funkcji nieliniowych z duzg liczbg zmiennych nieza-
leznych. Odpowiednio dobrana sie¢ neuronowa do okreslonego zadania
na podstawie zestawu danych doswiadczalnych moze nabyé¢ zdolnosci
aproksymacyjne prawie dowolnej funkcji nieliniowej [6].

Wielu autorow z sukcesem zastosowato sieci neuronowe do nielinio-
wej analizy regres;ji [3,7]. Aplikacja SSN umozliwita znalezienie zalezno-
Sci pomiedzy wartoscig chropowatosci powierzchni a rzeczywistg po-
wierzchnia kontaktu dla r6znych warunkéw tarcia [8]. Badania zuzycia
tarciowego materiatow stosowanych na klocki hamulcowe pojazdow
wykazaly bardzo dobrg zdolnosc¢ sieci do regresji z uwzglednieniem po-
nad 20 zmiennych wejsciowych [9]. Analiza regresji wielokrotnej oraz
sztuczne sieci neuronowe (SSN) sg alternatywg dla analitycznych metod
wyznaczania wartosci wspotczynnika tarcia.

2 Model regresji wielokrotnej

Model regresji wielokrotnej zbudowano na podstawie wynikéw préby
przeciggania paska blachy w warunkach tarcia suchego majacych na
celu wyznaczenie wptywu warto$¢ chropowatosci powierzchni blachy,
chropowatoséci powierzchni rolek oraz sity nacisku na wartosé¢ wspot-
czynnika tarcia. Materialem do badan byly probki z blachy mosieznej w
roznych stanach utwardzenia. Podczas przeciggania paskéw blachy po
zablokowanych przeciwprébkach w postaci rolek mierzona byla w spo-
soOb ciggly za pomocg aparatury pomiarowej sita ciggnienia i sita docisku
(rys. 1). Tak przygotowane dane postuzyty do obliczenia wartosci wspot-
czynnika tarcia.

Typujac czynniki wptywajace na opory tarcia blachy nalezy uwzgled-
nic wymagania zwigzane z budowa modelu regresji opisujacego ich
wptyw. Wymagania te sprowadzajg sie do wyboru takich czynnikéw,
ktére istotnie wplywajg na tarcie, a jednoczesnie sg wzgledem siebie
niezalezne. Warunek istotnosci wplywu poszczegdlnych czynnikéw
mozna w pozniejszym etapie budowy modelu weryfikowa¢ za pomocag
eliminacji a posteriori. Jako zmienne wejsciowe wytypowano nastepuija-
ce parametry: sita docisku rolek oraz parametry chropowatosci rolek
mierzone wzdiuz Ra’ oraz w poprzek Ra® do kierunku walcowania a
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takze parametr Ra chropowatosci powierzchni rolki mierzony wzdiuz
tworzacej (tabl. 1). Podane wartosci sit sg przyblizone — stosowanie réz-
nych sit docisku pozwolito na zbudowanie zbioru danych o szerokim
zakresie sygnatow wejsciowych. Wszystkie blachy testowano dla
wszystkich poziomoéw zmiennosci parametru Ra przeciwprobek oraz sit
docisku. Otrzymano n=80 obserwacji, na podstawie ktérych zbudowano
macierz zmiennych niezaleznych.
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Rys. 1. Schemat proby przeciagania blachy

Tabela. 1.  Parametry testowanych blach oraz warto$ci parametréw zmien-
nych podczas préb tarcia

Materiat Ra’, um Ra®, um Ra rolek, um Sita docisku F¢, kN
M63 r 0,18 0,28
0,4
M70 z6 0,26 0,38 825 08
M63 z4 0,17 0,2 1oe 1,2
M63 76 0,14 0,22 25 16
M80 r 0,13 0,16 2

Dobér réwnania regresji liniowej metodg eliminacji a posteriori prze-
prowadzono za pomocg podprogramu uzytkownika w srodowisku MA-
TLAB, ktory jest jednym z najbardziej zaawansowanych programow do
obliczeh macierzowych. Ponizej przedstawiono podstawowe zatozenia
oraz metodyke tworzenia modelu regresji wielorakiej. Zatozono do opisu
regresji model liniowy pierwszego stopnia z czterema zmiennymi nieza-
leznymi X i jedna zmienna niezalezng Y. W dalszych rozwazaniach na-
lezy okresli¢ czy tak przyjety model jest dobrym predyktorem. Model
mozna wiec przedstawi¢ w postaci:
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Y =XB+e (1)

gdzie: Y — wektor obserwaciji,
X — macierz zmiennych niezaleznych,
B — wektor parametréw estymowanych,
€ — wektor bledow,
g =Y;- VY, Y —warto$¢ oczekiwana zmiennej objasnianej Y.

Warto$¢ oczekiwana btedu E(£)=0 oraz wariancji D°=10°=0, gdzie | —
macierz jednostkowa, tak wiec elementy € musza by¢ nieskorelowane
[13]. W naszym przypadku mamy 4 zmienne niezalezne, szukamy wiec
pieciu estymatoréw parametrow B, gdzie {iON:0<i<4}otrzymanych
metodg  najmniejszych kwadratéw, czyli estymatoréw b,
gdzie{iON:0<i<4}. Wartosci estymatoréw wyznaczono z réwnania (2):

b=xTx)IxTy )

Wartosci estymatorow mozna otrzymac¢ metodg najmniejszych kwa-
dratéw zaktadajac, ze:

- posta¢ modelu jest liniowa,

- wytypowane czynniki wptywajgce na wielkos¢ wspotczynnika tarcia

sg wielkosciami nielosowymi oraz niezaleznymi od siebie,

- liczba czynnikéw wytypowanych do utworzenia modelu jest mniej-
sza od ilosci préb,

- wyznacznik macierzy X'X # 0 tzn. macierz XX jest nieosobliwa,

- g jest zmienng losowg o wartosci oczekiwanej rownej zeru.

Elementy wektora b sg liniowymi funkcjami obserwacji Y;,
{ioN:1<i<n} i stanowig estymatory nieobcigzone elementéw wektora

B 0 najmniejszych wariancjach. Rownanie (1) przyjmie wiec postac:

Y =Xb 3)

Po wyznaczeniu b i podstawieniu do(3) otrzymamy roéwnanie regresji
(4):
0,163

- 0,604

Y =X 0,698 (4)
0,023
~0,042
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Dla zmiennych losowych odchylenia standardowe zmiennych z po-
pulacji okreslane jako dodatni pierwiastek kwadratowy z wariancji (5):

(5)

wynoszg s(X;) = 0,044, s(X;) = 0,078, s(X;) = 0,840, s(X;) = 0,429,
s(X;=Y) = 0,043.

Po scentrowaniu macierzy X'X wzgledem wartosci $rednich otrzy-
mamy macierz X!Xo wymiarach jxy. Wyznaczajac wspétczynniki row-

nania korelacji ze wzoru (6) otrzymamy macierz korelacji (7) o wspot-
czynnikach z przedziatu (0,1)

_ Siy

rjy (6)
VSii By

1 0,953 0,019 0,006 0,588 |

0,953 1 -0,008 0,013 0,673
R=/0,019 -0,008 1 0,005 0,455 (7)
0,006 0,013 0,005 1 -0,406

10,588 0,673 0,455 -0,406 1

Ustalenie jak dalece linia regresji bedzie przydatna jako predyktor,
sprowadza sie do stwierdzenia jak duza cze$¢ sumy kwadratow poza
srednig pokrywa sie z sumg kwadratéw w regresji i jak duza czes¢ po-
krywa sie z sumg kwadratéw poza regresjg. Wspétczynnik determinacji
R® powinien by¢ jak najbardziej zblizony do wartosci 1. Dobrane réwna-
nie posiada R® = 0,8704, tzn. thumaczy 87,04 % catkowitego odchylenia
wokét $redniej. Wedtug danych literaturowych model o R? powyzej 80 %
mozna uzna¢ za dobry predyktor. Analiza wariancji (tabl. 2) pozwala
okresli¢ niepewnos¢ zwigzang z prognozowanymi wartosciami zmiennej,
ktére mogg tym bardziej odbiega¢ od przecietnej, im wyzsza jest wa-
riancja. Wariancja jako srednie kwadratowe odchylenie wartosci zmien-
nej losowej od jej wartosci Sredniej jest miarg rozproszenia mozliwych
wartosci zmiennej i jest niezastgpionym narzedziem testujgcym istot-
nos¢ catego réwnania. Przy poziomie istotnosci a=0,05 catkowita war-
tosc¢ testu F (Fischera — Snecodera) wynosi:
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jest réwna 126, 026 i jest wieksza od wartosci testu F=2,51 odczytanej z

tablic, co potwierdza, ze rownanie 4 jest dobrym predyktorem.

Tabela. 2.  Analiza wariancji
Zrédio Stopnie swobody | Suma kwadratéw | Sredni kwadrat | F catkowite
Ogétem 79 0,149
Regresja 4 0,130 0,032 126,026
Reszta 75 0,019 0,0002

Poziomem istotnosci nazywamy przyjete prawdopodobienstwo po-
mytki w trakcie oceny istotnosci parametru, czyli jego prawdopodobien-
stwo do wskazywania nieprawidtowych szacunkéw catego modelu. Zwy-
kle poziom istotnosci przyjmuje sie na poziomie 0,05, przypadku nizsze-
go poziomu czesto zdarza sie, ze oszacowany parametr, po ocenie jego
istotnosci okazuje sie tej istotnosci nie wykazywaé w dostatecznie wyso-
kim stopniu. Liczba stopni swobody zwigzana z kazdg suma kwadratéw
pokazuje jak wiele niezaleznych informacji zawartych w n niezaleznych
wartoéciach Y;,{iON:0<i<n} jest potrzebnych do zestawienia sumy

kwadratéw. Wyznaczenie sumy kwadratow poza srednig wymaga (n-1)
niezaleznych informaciji.

Analiza rozkiadu reszt regresyjnych jest jednym z wazniejszych eta-
pow analizy regresji. Reszty sg ciggiem dodatnich i ujemnych réznic
pomiedzy sktadnikami wektora empirycznego obserwacji zmiennej obja-
Snianej Y, a wektora teoretycznych obserwacji otrzymanych na podsta-
wie modelu (rys. 2). Rozktad normalnego bleddw (rys. 3) jest niezbedny
do przeprowadzenia testow F, zaleznych od przyjecia rozktadu normal-
nego. Aby uzyska¢ jak najlepsza jakos¢ predykcji rownania regresji po-
winno sie dazy¢ do wprowadzenia do modelu tak wiele zmiennych jak to
mozliwe. Wigze sie to ze zbudowaniem bardzo duzej bazy danych i
uwzglednieniem kolejnych zmiennych w réwnaniu regresji wiec chcieli-
bysmy, aby do modelu wprowadzi¢ jak najmniej zmiennych. Kompromi-
sem miedzy tymi sprzecznymi ze sobg warunkami sg procedury wyboru
»Najlepszego” rébwnania regresiji.
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Rys. 2. Rozkiad zmiennych resztowych w funkcji zmian wartosci wspéitczyn-
nika tarcia przewidywanego przez model regresji (a) oraz okreslone-
go eksperymentalnie (b).
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Rys. 3. Czesto$é wystepowania zmiennej resztowej

Wprowadzajgc na poczatku wszystkie zmienne niezalezne zatozono,
ze najlepsze rbwnanie zostanie otrzymane metodg eliminacji a posterio-
ri. Najmniejsza warto$¢ czesciowego testu F (tabl. 3) jest wieksza od
wartosci dobranej z tablic dla dobranego poziomu istotnosci a=0,05
réwnej 3,98. Poniewaz obliczone F dla zmiennej X, jest wieksze od war-
tosci krytycznej mozna przyja¢ model Y =f(Xy, X5, X3, X,) jako obowigzu-
jacy. Model dla zapewnienia lepszej predykcji moze byé poprawiony np.
przez zwiekszenie ilosci danych wejsciowych badz wprowadzenie do
modelu skladnikbw mieszanych X;*X,, X;*X3 itd. Jednak biorac pod
uwage, ze rownanie regresji liniowej Y =f(Xy, X5, X3, X,) ttumaczy 86,9 %
(R? = 0,869) catkowitego odchylenia (rys. 4) oraz to, ze uzyskano mate
odchylenie standardowe reszt réwne 0,0160 przyjeto model za ade-
kwatny.
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Tabela. 3.  Wyniki analizy czesciowego testu F

Numer zmiennej| Wartos¢ $rednia Oryginalny wspétczynnik f; Czesciowy test F
4 1,314 - 0,042 102,992
3 1,175 0,023 121,149
2 0,244 0,698 84,570
1 0,178 - 0,604 19,983

Wartosci prognozowane przez zbudowany model regresji w cechujg
sie wysoka zgodnoscig z warto$ciami eksperymentalnymi wspotczynnika
tarcia (rys. 5, 6). Jest to szczegOlnie widoczne w srodkowym zakresie
wartosci wspétczynnika tarcia. Dla skrajnych wartosci wspétczynnika
tarcia rozbieznos¢ danych prognozowanych zwieksza sie, co jest zwia-

zane z normalnym rozktadem bteddw.

Wspdlczynnik tarcia

Rys. 4.

Wspéiczynnik tarcia

Rys. 5.
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Rys. 6. Wartos¢ wspotczynnika tarcia dla blachy M63 z6 otrzymana ekspe-
rymentalnie (a) oraz prognozowana przez model regres;ji (b)

3 Model neuronowy

Do budowy modelu regresyjnego SSN wykorzystano program Stati-
stica Neural Networks. Jednym z najwazniejszych zadan koniecznych
do zbudowania optymalnego modelu sieci neuronowej jest odpowiedni
dobdr zmiennych wejsciowych majacych istotny wplyw na wartosé
zmiennej wyjsciowej. Na wejscie sieci wprowadzono cztery zmienne
wykorzystane do budowy klasycznego modelu regresji wielorakiej. Pro-
jektowanie sieci w programie Statistica zrealizowano za pomocag Auto-
matycznego Projektanta Sieci, ktéry sam przeprowadza eksperymenty z
rézng liczbg neuronéw ukrytych, wielokrotnie powtarzajgc proces ucze-
nia dla kazdej badanej struktury i dokonuje wyboru najlepszych modeli
sieci, kierujac sie wartoscig btedu walidacyjnego i wielkoscig sieci. Sie¢
wielowarstwowa MLP (Multilayer Perceptron) dobrana przez Automa-
tycznego Projektanta zawierata jedng warstwe ukrytg z o§mioma neuro-
nami (rys. 6).

Rys. 7.  Struktura sieci neuronowej
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Sposréd wszystkich par uczacych (sygnatéw wejsciowych i odpowia-
dajacych im sygnatow wyjsciowych) wydzielono losowo ok. 10% przy-
padkow, ktére zaliczono do zbioru walidacyjnego. Dane z tej grupy po-
stuzyty do niezaleznej kontroli algorytmu uczenia. Pozostata liczba przy-
padkéw zostata przypisana do zbioru uczacego. Najwazniejszg informa-
cjg uwzgledniang przy ocenie sieci jest wartos¢ btedu walidacyjnego.

9)

gdzie: z; — oczekiwany sygnat neuronu wyjsciowego dla i-tego wzor-
ca, y; — sygnat neuronu wyjsciowego dla i-tego wzorca, N — liczba wekto-
réw w ciggu uczacym.

Aby zapobiec procesowi przeuczenia sieci, jako kryterium zakoncze-
nia uczenia sieci przyjeto moment, gdy nie nastepuje juz dalsze zmniej-
szanie sie wartosci bledu RMS zbioru walidacyjnego. Proces uczenia
sieci przebiegat metodg wstecznej propagacji btedu, ktéra jest obecnie
najczesciej stosowanym algorytmem uczenia sieci neuronowych. Ogra-
niczony zakres mozliwych odpowiedzi sieci w powigzaniu z wymogiem
korzystania wytacznie z informacji w postaci numerycznej pocigga za
sobg koniecznos¢ stosowania wstepnego przetwarzania danych wej-
sciowych przed ich podaniem na wejscie sieci i procesu przeksztatcania
i odpowiedniej interpretacji danych wyjsciowych otrzymywanych z sieci.
Z tego wzgledu wartosci numeryczne podawane z zewngtrz muszg zo-
sta¢ przeskalowane do przedziatu odpowiedniego dla sieci [10]. Ocenia-
jac model regresyjny nalezy zwréci¢ szczegdlng uwage na wartosé ilo-
razu odchylenia standardowego btedow i odchylenia standardowego
wartosci zmiennej objasnianej — S. D. Ratio oraz wspotczynnik korelacji
Pearsona. Mierniki te sg wyznaczane niezaleznie dla kazdego ze zbio-
row danych. Dla bardzo dobrego modelu wartos¢ S. D. Ratio wynosi
ponizej 0,1. Wspotczynnik korelacji Pearsona liczony pomiedzy rzeczy-
wistymi i obliczonymi przez sie¢ neuronowg warto$ciami zmiennej obja-
Snianej wynosit dla zbioru uczacego 0,954 oraz dla zbioru weryfikujgce-
go 0,931 S. D. Ratio dla powyzszych zbioréw wynosit odpowiednio:
0,179 0,243. Wysoka wartos¢ miernika korelacji przy niskiej wartosci S.
D. Ratio dla zbioru uczacego swiadczy o dobrych wlasnosciach aprok-
symacyjnych sieci neuronowej. Poréwnanie modelu regresyjnego i neu-
ronowego (rys. 7) uwidacznia lepsze dopasowanie modelu neuronowe-
go do danych doswiadczalnych majgcych charakter nieliniowy.
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Rys. 8.  Poréwnanie wartosci wspotczynnika tarcia wyznaczonego doswiad-
czalnie z modelem regresji i siecig heuronowg dla blachy M70 z6 dla
réznych sit docisku rolek (gorny) oraz dla blachy M63 z6 dla roznych
chropowato$ci powierzchni rolek (dolny)

4 Podsumowanie

Wyniki przeprowadzonych eksperymentow neuronowych charaktery-
Zujg sie wysoka zgodnoscig z danymi doswiadczalnymi w zakresie war-
tosci parametréw uzytych do uczenia sieci. Nalezy bowiem pamietaé
aby wartosci prognozowane nie wykraczaly poza zakres wartosci wyko-
rzystanych w procedurze okreslania parametrow réwnania regresji. Sie¢
neuronowa moze realizowa¢ ekstrapolacje zbudowanej funkcji poza
zakres danych uczacych, jednakze w miare oddalania sie od znanego
obszaru maleje szansa, ze funkcja nie zmieni swego charakteru. Mimo,
ze model SSN lepiej dopasowuje sie do danych eksperymentalnych niz
model regresyjny, nie nalezy rezygnowaé¢ ze stosowania klasycznej re-
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gresji wielorakiej. W przypadku gdy istnieje mozliwo$¢ wyboru pomiedzy
modelem prostym i bardziej zlozonym, nalezy preferowa¢ model mniegj
skomplikowany, o ile ten drugi nie dopasowuje sie lepiej do danych. Dal-
sze badania bedg zmierza¢ do implementacji w programach do analizy
procesow ksztattowania blach metodg elementéw skonczonych modelu
tarcia, ktory w zaleznosci od istniejgcych warunkéw pozwoli na okresle-
nie lokalnych wartosci wspotczynnika tarcia.
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APPLICATION OF MULTIPLE REGRESSION
AND NEURAL NETWORK FOR MODELLING
OF FRICTION PHENOMENON

Summary — The article contains regression models of friction phenomenon
description in sheet metal forming. The applied multiple regression analy-
sis and artificial neural networks allow to limit or eliminate time-consuming
friction research with the purpose of determination of friction coefficient
value for wide range of friction conditions variability. Furthermore these
methods do not require knowledge of all parameters influencing on tri-
bological phenomena and their interactions in the contact zone. To build
friction models the results of a strip drawing test in dry friction conditions
were utilized. The aim of performed friction tests was to determine the
sheet surface roughness, surface roughness of rolls and holder force on
friction coefficient value. Multiple regression analysis was carried out using
user subroutine in Matlab software. To build neural network model Statis-
tica Neural Networks software package was applied.
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