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FILTRACJA KALMANA W TECHNICE NA
PRZYKLADZIE URZ ADZENIA SST

Streszczenie — W artykule podjeto prébe opisu filtracji Kalmana zaréwno
dla zagadnien liniowych jak i nieliniowych. Omoéwiono linearyzacje dla
zagadnien nieliniowych, wykorzystano zgromadzone informacje do
budowy praktycznej filtra Kalmana. Zbadano mozliwos¢ wykorzystania
zalozeh teoretycznych w praktycznej realizacji dotyczacej urzadzenia
pomiarowego i badania wlasciwosci magnetycznych ferromagnetyka przy
wykorzystaniu SST.
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1 Wprowadzenie

W rozwigzaniach technicznych czesto zachodzi potrzeba zastosowa-
nia filtracji sygnatu by dostosowa¢ go do kolejnego czionu wyko-
nawczego lub wykorzysta¢ sygnat o okreslonych parametrach do stero-
wania bloku badz urzadzenia. Jezeli jakis sygnat ma by¢ stosowany do
sterowania innym urzadzeniem badz modutem to taki sygnat nie moze
by¢ dowolny ale musi spetnia¢ okreslone zadania postawione badz za-
tozone w fazie projektowania , musi spetnia¢ okreslone normy dotyczgce
np.: poziomu sygnatu , stosunku sygnatu do szumu itp. Aby zapewni¢
prawidtowe sterowanie i uzycie sygnatu do sterowania. Jezeli sygnat nie
odbiega zbytnio od zatozen projektowych to jest tatwy do wykorzystania
we wspomniany wczesniej sposéb , sprawa sie komplikuje gdy np.: tylko
czesciowo spetnia warunki. Nie zawsze wtedy jest mozliwos¢ uzycia
innego sygnatu do sterowania bgdz wytgczenia na moment urzgdzenia
by poczeka¢ az sygnat sam sie ustabilizuje. Nie zawsze tez charakter
srodowiska bgdz sam projekt filtra pozwala na zastosowanie go w kon-
kretnej dziedzinie czy problemie. Czesto i sam filtr musi by¢é dostoso-
wany do charakteru funkcji jakg ma petni¢. Znéw jezeli warunki pracy
filtra nie zmieniajg sie w sposdb ciggly i losowy to takie zmiany da sie
przewidzie¢ i zaprojektowa¢ odpowiedni filtr. Gorzej gdy zmiany majg

5



Filtracja Kalmana ...

charakter losowy lub czesciowo losowy, wtedy zwykly filtr nie da sobie
rady w tak zmiennych warunkach pracy, konieczny jest taki , ktéry be-
dzie niejako sam dostosowywat sie do zmiennych warunkéw zewnetrz-
nych i nadal pehnit funkcje mu powierzone. Inng sprawg jest charakter
zmian wielkosci sterowanej czy to jest wielkos¢ zmieniajgca sie liniowo
czy nieliniowo. Wszystkie powyzsze warunki i problemy zostaly
uwzglednione w filtracji Kalmana. Podstawowy filtr Kalmana jest prze-
znaczony dla probleméw o charakterze zmian liniowej wielkosci filtrowa-
nej, dlatego gdy trzeba uzyc filtru w procesie ktory z natury ma charakter
nieliniowy konieczne jest wykorzystanie linearyzacji czyli przystosowania
filtru do innego charakteru zjawisk bgdz wartosci wejsciowych na ktérych
ma pracowac (linearyzacje opisano w dalszej czesci pracy). Jezeli cho-
dzi o zastosowanie filtracji Kalmana w dowolnym procesie to gtéwnym
warunkiem koniecznym jest mozliwos¢ opisania odpowiednimi réwna-
niami procesu. Niektére procesy mogg byé dos¢ mocno wymagajgce
jesli chodzi o sposo6b ich matematycznego opisu. Odpowiednie narze-
dzia matematyczne pozwalajg do$¢ szczegdtowo opisa¢ stan badz
zmienno$¢ danego procesu. Tworzgc opis matematyczny jednoczesnie
tworzymy model opisujacy dane zjawisko badz urzadzenie. Logicznym
wnioskiem jest, ze jezeli nie wiemy jak opisa¢ cos co sie zmienia to nie
bedziemy w stanie rozrézni¢ sygnatu od szumu lub przewidzie¢ kolej-
nego stanu danego zjawiska, pozycji pracy urzgdzenia, co za tym idzie
nie napiszemy odpowiedniego algorytmu filtrujgcego ani nie zbudujemy
fizycznie filtru. Tu dochodzimy do waznej informacji filtr Kalmana to tak
naprawde specjalnie napisany algorytm ktéry umozliwia wybranie okre-
$lonego sygnatu z grupy sygnatow lub oddzielenie go z zaktocen i prze-
prowadzenie na tym sygnale dalszych operacji matematycznych celem
np. : wysterowania innego urzadzenia. Aparat matematyczny ktéry wy-
korzystuje sie do wydzielenia sygnalu, jego odpowiedniego wzmocnienia
jesli zajdzie potrzeba to gtéwnie algebra bo dziatania opierajg sie na
rachunku macierzowym i wektorach oraz szeroko pojeta wiedza ze sta-
tystyki. Catos¢ ma stuzyé temu by przewidzie¢ kolejny ruch bgdz zmiane
wartosci pomiarowej w troche odmienny sposob niz klasyczne filtry, w
klasycznych filtrach raczej nie przewiduje sie co sie wydarzy i nie
dostosowuije sie filtru do nadchodzacych zmian. Dla tzw. filtru klasycz-
nego zapisano $cisle okreslone wartosci graniczne sygnatu dla ktérego
filtr pracuje to znaczy interpretuje wzgledem tych wartosci sygnat wej-
sciowy i kwalifikuje go jako pozgdany badz nie pozgdany, gdy zakwalifi-
kuje jako nie pozadany sygnat jest ttumiony lub wycinany. Wartosci gra-
niczne w takim filtrze rzadko sie zmieniajg, a pracujacy ukfad jest naj-
czesciej dos¢ mocno zoptymalizowany wzgledem sygnatu poddawanego
filtracji i wzgledem tych wartosci granicznych wyznaczajacych stan pracy
uktadu. Filtr pracuje dobrze do chwili gdy sygnat podawany na uktad
zmieni odrobine swdj charakter wykraczajgc poza te z goéry ustalone
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granice. Wtedy optymalizacja dziata na niekorzys¢ filtru bo albo uktad
odmawia pracy albo produkuje tak chaotyczne wyniki ze nie nadajg sie
one do dalszej wspétpracy z innymi uktadami. Filtr Kalmana minimalizuje
te niedogodnosé, nie oznacza ze wszystko jedno co podamy na wejscie
uktadu , ale mozliwos¢ blednej pracy i wskazan jest znacznie zminimali-
zowana wzgledem podobnego ukfadu filtra klasycznego. Jest to mozliwe
dlatego, ze ukfad z filtrem Kalmana ma opisany model procesu i sam
pomiar, a nie tylko warunki graniczne pomiaru. Zatem sposob podejscia
do problemu filtracji jest znaczaco rézny od filtru o konstrukcji klasycz-
nej. Taki sposob filtracji daje przewage filtrowi Kalmana, odpowiednio
zaprogramowany moze w okreslonych granicach dostosowywaé sie do
zmiennych warunkow zewnetrznych, co wazne bez utraty znacznej
funkcjonalnosci, a odpowiednio rozbudowany filtr moze nawet korygo-
wac swg prace wzgledem innych sygnatdw mierzonych i wcigz dawaé
poprawny wynik pomiaru mimo zmian sygnatlu mierzonego (filtrowa-
nego).Uzyskanie takiej pracy w ukiadzie filtra klasycznego jest znacznie
utrudnione o ile w ogdle mozliwe, przyktad: wzmocnienie w zwyklych
filtrach jest z reguly state i jasno okreslone przez konkretng charaktery-
styke natomiast filtr Kalmana posiada zmienne wzmocnienie. Potrafi
dostosowywacé warto$¢ wspotczynnika wzmocnienia sygnatu wedtug
zalozonego algorytmu, w zaleznosci od potrzeby to wzmocnienie jest
dostosowywane w zaleznosci od warunkéw pracy odpowiednio by za-
gwarantowa¢ poprawny pomiar. Sam algorytm logicznie przypomina
troche tok decyzyjny cztowieka. Analizujgc dziatanie filtru zwyktego jesli
mu podac na wejsciu sygnat to filtr podejmie prace i obetnie wszystko co
nie pasuje do z gory zatozonej w fazie projektowania charakterystyki
pasma przenoszenia. Filtr zajmuje sie jedynie dostosowanie sygnatu do
wzorca zblizonego do wymogdw opisanych krzywg przenoszenia filtru
nie interesuje go co na wyjsciu otrzymuje, po prostu dziata. Podsumo-
wujgc dla tego typu filtru bedzie wszystko jedno czy na wyjsciu bedzie
podawany sygnat o poprawnych parametrach (w zatozeniu bedzie zaw-
sze poprawny bo uktad dostosowany byt do okreslonych sztywnych wa-
runkow), czy tez nie. W Filtrze Kalmana jest zupetnie inaczej. Sygnat
pomiarowy ma wplyw na wewnetrzne podukiady filtru , a w efekcie filtr
ten dostosowuje sie w okreslonych granicach do sygnalu i jego charak-
terystyki, dzieki temu ma mozliwos¢ lepszego dopasowania sie do
zmiennych warunkéw sygnatowych, tak by wykona¢ jak najlepiej zato-
zong filtracje lub zatozony pomiar. Malo tego sam algorytm i struktura
filtru pozwalajg Dby filtr mierzyt sygnat bgdz sygnaty pomocnicze brane
pod uwage w fazie projektowania filtru, w ten sposob nie tylko bada sy-
gnal, ale tez niejako rozumie co zrobi¢ by dostosowac sie do zmian sy-
gnatlu wejsciowego. Te dodatkowe sygnaly pozwalajg na dodatkowe
wewnetrzne dostosowanie sie uktadu by na wyjsciu uzyska¢ sygnat w
zatozonej tolerancji. Zeby zobrazowaé dziatanie algorytmu Kalmana
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mozna poroéwnac¢ sytuacje dostosowywania parametréw filtru podczas
filtracji do sytuacji kiedy cziowiek mierzy dlugos¢ danego elementu, za
kazdym razem gdy dokonuje sie pomiar cztowiek ma lub dostosuje po-
miar do swoich potrzeb zgodnie z wymagang doktadnoscig oczywiscie o
ile ma odpowiedniej dokladnosci przyrzady pomiarowe by ten pomiar
dokonac. Podobnie cziowiek jesli ma wynik pomiaru uzyska¢ w metrach
to uzywa do pomiaru przymiaru wyskalowanego w metrach mimo, ze
jednoczesnie moze mie¢ dostep, a nawet uzywac urzgdzenia mierzg-
cego diugos¢ w wielu jednostkach i z r6zng doktadnoscig w tym samym
czasie. Decyzje co wybra¢ podejmuje cztowiek zgodnie ze swoim lo-
gicznym algorytmem poszukiwania rozwigzania optymalnego mimo, ze
my nie zawsze mozemy by¢ tego swiadomi sam mébzg dokonuje czesto
optymalizacji za nas decydujgc jak wykona¢ dany ruch lub czynnosc¢.
Filtr Kalmana dziata analogicznie jesli ma do dyspozyciji kilka sygnatow
oraz opis w jaki sposoéb je powigza¢ moze dostosowac swg prace w taki
sposob ze ma ona wptyw na wynik koncowy np.: z kilku sygnatow o roz-
nej doktadnosci mozna uzyska¢ wiekszg doktadnos¢ jesli wie sie jak
sygnaly ze sobg oddziatujg. Tak sie dzieje np.: w przypadku sterowania
wysokoscig samolotu sterowanego automatycznie jesli wymagana jest
precyzja i napisano odpowiedni algorytm autopilot uwzgledni wszystkie
sygnaly mogace poprawi¢ dokltadnos¢ wskazan, a zatem i jakos¢ stero-
wania sie poprawi. Filtr moze przewidzie¢ wynik na podstawie wcze-
$niejszych pomiarow oraz zoptymalizowa¢ swg prace, dostosowujgc
wzmocnienie do konkretnej sytuacji. Taki tryb praktycznie gwarantuje
lepsze wyniki niz klasyczne rozwigzania. Patrzac na dziedzine automa-
tyki gdyz gtdwnie tam stosuje sie filtr Kalmana jako element sterowania
mozna stwierdzi¢, ze filtr Kalmana jest optymalnym estymatorem stanu
gdyz w pewnych warunkach moze on spetnia¢ pewne zatozone kryte-
rium np. minimalizacji btedu sredniokwadratowego estymowanych pa-
rametrow (btgd Sredniokwadratowy - mowi, o ile estymator rézni sie od
wielkosci, ktérg ma estymowac). W tym wypadku filtr podczas pracy bie-
rze pod uwage wszystkie dostepne pomiary oczywiscie te, ktére byly
uwzglednione podczas fazy projektowania filtra i bez wzgledu na ich
precyzje, dokfadnos¢ dokonuje najlepszej estymacji stanu czyli osza-
cowuje najdoktadniej jak sie da. Caly szereg obliczen wykonywany jest
wewnatrz filtru sukcesywnie, filtr nie przechowuje wszystkich pomiaréw z
przesztosci, ma jedynie wglad w ograniczong ich liczbe. Liczbe tych po-
miarow ustala sie w fazie projektowania. Na tej okreslonej porcji danych
dokonuje obliczen i bazujgc na podstawie wyniku z poprzedniego
kroku wyznacza wartos¢ nowg. Zaletg filtru jest to, ze nie ma potrzeby
przeliczania wszystkich danych za kazdym razem od nowa, czes¢ da-
nych wstecz wraz z nowymi do ktérych ma dostep algorytm w zupetno-
Sci wystarcza do przewidzenia kolejnego stanu urzgdzenia bgdz procesu
i w razie potrzeby zaktualizowania wzmocnienia filtru. Ciekawg i po-
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reczng cechg filtru jest to, ze kazdy problem lub pomiar mozna sprowa-
dzi¢ do postaci czarnej skrzynki, majgc dane wejscia i wyjscia systemu
mozna uzyskac dane niedostepne ( niemierzalne) na podstawie dostep-
nych mierzalnych danych pochodzacych np.: z sensoréw. W tym wy-
padku warto wspomnie¢ o tzw. obserwowalnosci ukiladu, ktora jest
istotna dla zastosowania filtru. Jest to krytyczny warunek stosowalnosci
filtru Kalmana gdyz jesli uklad jest nie obserwowalny to nie da sie zasto-
sowaé do niego roéwnan filtru Kalmana (wiecej na ten temat w podsta-
wach matematycznych).

2 Matematyczne podstawy filtracji

Wyjasnijmy pojecie obserwowalnosci. Obserwowalnos¢ decyduje o
mozliwosci przeprowadzenia obserwacji (mierzgc wielkosci na wyjsciach
uktadu). Jezeli stan lub uktad nie jest obserwowalny to regulator (lub filtr)
nigdy nie bedzie w stanie okresli¢ zachowania takiego stanu lub uktadu
co spowoduje, ze stabilizacja badz filtrowanie takiego sygnatu przy
pomocy filtru Kalmana bedzie nie mozliwe. Jednakze, podobnie jak w
przypadku warunkow stabilizacji (dla sterowalnosci) - jesli stan nie jest
obserwowalny to jednak moze by¢ wykrywalny.

Dla uktadu dyskretnego opisanego réwnaniami [1]:

%41 =A% +ByY 1)

Y, =Cx+Dy, i0Z,={012...} @)

gdzie x;, O R" i jest wektorem stanu, czyli opisuje np. punkty
pomiarowe stanowigce o kolejnych stanach uktadu, u; D R™ iy, O R’ sg
odpowiednio wektorem wymuszenia (wejscia) oraz odpowiedzi (wyjscia),
AOR™ BOR™, CORP" D ORP™ Prawdziwe sg ponizsze definicje
dotyczgce obserwowalnosci uktadu.

Stan poczgtkowy X, nalezy do R" ukfadu nazywamy obserwowalnym
w g krokach, jezeli na podstawie danego ciggu wymuszen {uo,us,... Ug} |
danego ciggu odpowiedzi {Yyo,y1,Yq} mozna wyznaczy¢ jednoznacznie
stan Xqtego ukitadu [1].

Kolejna definicja rowniez dotyczgca obserwowalnosci uktadu. Ukfad
opisany rownaniami (1, 2) nazywamy obserwowalnym jesli istnieje liczba
naturalna g taka, ze na podstawie danego ciggu wymuszen {Uo,Us,...Ug} i
danego ciggu odpowiedzi {yo,y1, ...Yq} Mmozna wyznaczy¢ jednoznacznie
kazdy stan poczatkowy x, nalezy do R" tego uktadu [1].
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3 Filtracja Kalmana liniowa

W filtracji Kalmana wazne sg dwa réwnania podstawowe : pierwsze
nazywane jest rOwnaniem stanu , drugie rGwnaniem procesu pomiaru
lub modelu pomiaru. Rownanie stanu opisuje dynamike procesu, a
rébwnanie obserwacji uwzglednia wystepowanie szumu najczesciej o
rozkltadzie Gaussowskim, ktéry wystepuje podczas dokonywania
pomiarow.

Rownania dla liniowego filtru Kalmana majg posta¢ [11]:

Xe+1 = Ptk + @k (3)

Yi = HieXe + W (4)

gdzie (3) to réwnanie procesu, (4) to rOéwnanie obserwacyjne z
wzgledu na zmienng vy, k=1,2,3...dyskretny pseudo czas, X, Yx zmienne
losowe n oraz p wymiarowe odpowiednio, Fy.i1x, Hx - macierze o
wymiarach n x n oraz p x n, psn, o wyrazach rzeczywistych, wy, v - n

oraz p - wymiarowe niezalezne zmienne losowe o0 rozkladzie
gaussowskim i charakterystykach [11]:
E(w) =0E()=0 (5)
Ty —
Bl ) =Qd (6)
E Ty —
i) =R 7
dla 1=1,2,...,04=1 jezeli k = I, & = 0 jezeli k # I, wy, Vv sa

nieskorelowane. W przedstawionym modelu czyli tak naprawde
rownaniach (3, 4) zadanie filtracji dyskretnego procesu stochastycznego
X polega na wyznaczeniu estymatora X.dla x minimalizujgcego btad

sredniokwadratowy estymacji o zapisie :

s s T
E(4& =% (% %) (8)
Przy czym X, jest zmienng losowg o rozktadzie normalnym, o wartosci
oczekiwanej:
E(x) =%, | macierzy kowarianciji :
E(o=5%0)(0 %) =20 9)

o ile dany jest zbiér obserwaciji procesu y:Y(K)={y1, Y2, Y}-
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Algorytm filtracji w filtrze realizowany jest przez komplet réwnan,
zaproponowanych przez R.E. Kalmana (od jego nazwiska pochodzi
nazwa filtru) [10]. Zbior tych réwnan nazywany jest filtrem Kalmana.
Réwnania opisujg kolejno:

estymator wektora stanu ‘a priori’ [11]:

% = Pk (Xi-1) (10)
macierz kowariancji bledéw estymaciji a priori [11]:
— T
R = Fok-1Fk-1Feok-11 Qe (11)
macierz wzmocnienia Kalmana:
T T -1
Kk = FRcHk [HkFcHk + Rk 12)
Wz6r (12) mozna zapisac jako:
PH/S
TSI (12)
HRHI +R

estymator wektora stanu a posteriori, po uwzglednieniu obserwaciji yy
[11]:

% = %+ Ky =) (13)

macierz kowariancji bledoéw estymacji a posteriori [11]
R = —KgH )R (14)
Dla zainicjowania obliczeh przyjmuje sie warto$¢ poczatkowa dla [11]:
X0 =E(X0) =% (15)

to jest warto$¢ estymatora zmiennej losowej X, réwng jej wartosci
oczekiwanej oraz btad jej estymacji rowny jej warianciji

Ph=2>0 (16)

Drugg istotng informacja jest to, ze dziatanie filtru Kalmana mozna
podzieli¢ na dwie fazy: predykcje oraz uaktualnianie. Faza predykcji
stuzy wyznaczaniu aktualnego wektora stanu na podstawie
wczesniejszego stanu. W fazie uaktualniania uaktualniane sg dane
obserwacyjne i poprawiany jest wyznaczany wektor stanu (filtr
aktualizuje wagi macierzy wzmocnienia). W podstawowej wersji filtr
Kalmana nadaje sie do rozwigzywania probleméw o charakterystyce
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liniowej czyli np.: przyrost predkosci lotu samolotu poruszajgcego sie
ruchem jednostajnym, filtr jednak mozna tez stosowaé¢ do probleméw
majgcych nieliniowg charakterystyke wtedy uzywa sie tzw.
rozszerzonego filtru Kalmana (EKF).

4  Linearyzacja uktadéw nieliniowych

Nieliniowe problemy mozna linearyzowa¢ to znaczy nadawac im
pseudo liniowy charakter. To znaczy zapewni¢ liniowos¢ na potrzeby
obliczen lub sterowania, a nie zmienia¢ konstrukcje urzgdzen bagdz
charakter zjawiska obserwowanego. Do linearyzacji mozna wykorzystac
trzy metody, uzyskuje sie wtedy tzw. zawansowany filtr Kalmana lub
inaczej EKF (opisany dalej w pracy).Trzeba tez wyraznie zaznaczy¢, ze
kazda linearyzacja uktadu nieliniowego jest jedynie jego przyblizeniem
tak dokltadnym jak sie da, ale jest to tylko przyblizenie. Takie liniowe
przyblizenie powinno zatem mozliwie dobrze odzwierciedla¢ charakter
uktadu lub zjawiska (wtasciwosci statyczne i dynamiczne uktadu). Jako,
ze jest to jeden z wazniejszych elementow zastosowania filtracji
Kalmana i niejako pozwala on na poszerzenie zastosowan tego typu
filtru zostang tu omowione trzy rodzaje uzyskiwania liniowosci uktadow
nieliniowych.

Linearyzacje mozna uzyskac trzema sposobami:

* metoda rozwiniecia w szereg
* metoda linearyzacji optymalnej
* metoda nieliniowego sprzezenia zwrotnego

Z racji, ze sama linearyzacja nie jest tematem artykutu, ale jest
istotha dla dziatania filtru z wymienionych sposobow linearyzacji
zostanie opisany jeden ponizej.

Metoda rozwiniecia w szereg

Metoda ta polega na rozwinieciu prawych stron réwnah stanu
opisujgcych ukiad nieliniowy w szereg Taylora i pominieciu czionow
nieliniowych tego rozwiniecia. Przykiad:

Jesli mamy ukfad opisany rownaniami [1]:

i=flrut) x(0) =z, (17)
v = glx, ut) (18)

gdzie x O R", u O R™, y O R" sg odpowiednio wektorami: stanu,
wymuszenia, odpowiedzi, a [1]
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f]_{:f:ﬂ-;t gl(xllﬂ“ t
f{-raﬂ,tjz f:{-TiH,E] i g{.‘t’,ﬂ,f—')z g:(x:ﬂ-:f]
fr-(-‘-f:ﬂaf qr.(:r:u, t (19)

sg nieliniowymi funkcjami wektorowymi rézniczkowalnymi ciggle
wzgledem wektoréw x, u. Zatézmy, ze (x,, Uy, Yu) Sa przyjetym punktem
pracy ukfadu czyli zapisujemy [1]:

¥ = flgeugath 3 = glaguugt) (20)
lub punktem réwnowagi (f(x,, u,)=0). Dodatkowo [1]
Ar=x—x, AU=U—U,, AV=Yy—N (22)

-

S3 odpowiednio matymi odchyleniami wektoréw stanu, wymuszenia i
odpowiedzi od ich wartosci ustalonych. Jezeli wezmiemy pod uwage, ze

[1]
Ai=i-%, =3 fl.u,.t) (22)

oraz rozwijajgc w szereg Taylora prawe strony réwnan (17, 18) w
bliskim otoczeniu punktu (x,, u,) otrzymamy [1]

a
A= 3-% =2 [l u.tl= gmr.. Ax4 a—ixﬂu At Relrwt) = A0)Ax + B0 + Relew 1)
U=, w=uy
(23)
a dyg
A=y —glu.) =2 At Sorewe A4 RgGuut) = CEAx+ DEMu + Ry fleu.t)
6.ru=i:. u=1,
(24)

Wyrazy we wzorach: A(t), B(t), C(t), D(t) sa to macierze zalezne od
czasu t i zapisujemy je jako [1]:

oh o
A6) = af _ daxy dx;,
e |2 O
dxy T dxy j:it (25)
9 oA
fuy T Bug
BEl(t) = -
() o, 5
Buy T Bug = (26)
w=ily

13
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Bg1 89y
ag dxy dx,

N = —__ = =
O=5="ag, 7 ag,

dxy 8 xy Jr=2u

Cu=n, 27)
T
fuy T Bug
D(ﬂ = -
20 " oy
dug T unlizh (28)

Rix, u, t) oraz Ry(x, u, t) sg nieliniowymi cztonami rozwinigc¢
spetniajgcymi warunki [1]:

R - 'y Uy L Ly
lim —I "&Jﬂlzu, lim —I ’ﬁﬁ]lzn
Eaf-o  llax]) Buj=o  Haull
|2, G v O e ]
im — =10, m — =10
peg-o Mol puf-o Al (29)

W przypadku gdy mamy do opisu ukiad nieliniowy stacjonarny oraz f i
g jawnie zalezg od czasu t, to macierze: A(t), B(t), C(t), D(t) sa state
niezaleznie od czasu czyli A(t)=A, B(t)=B, C(t)=C, D(t)=D.

Po obliczeniach i podstawieniu otrzymujemy ukiad liniowy [1]:

Ad = A + PE)Au, Ay = €()Ax + D(du (30)

Widaé, ze pominiete zostaly czlony nieliniowe oraz réwnania te
mozna zapisac¢ w postaci [1]:

= Ax+ Bu
v==Cx+ Du (31)

e
I

otrzymalismy zapis liniowego przyblizenia uktadu nieliniowego.

Warto zauwazyC ze taki uproszczony zapis mozna przyjg¢ za
poprawny w przypadku gdy przyjmiemy, ze X, u, y 0znhaczajg maie
odchylenia wektoréw od ich wartosci ustalonych. Patrzac na ten zapis
mozna skojarzy¢ podobienstwo do réwnania prostej w postaci: y=ax+b.

Graficznie linearyzacje mozna przedstawi¢ ponizszym rysunkiem.
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y A y=f(x) linearyzacja

P
X

Rys. 1. Przedstawia dziatanie filtru EKF do linearyzaciji nieliniowego stanu
uktadu z wykorzystaniem rozktadu Gaussa prébek (kowariancja i
srednia z takiego rozktadu wykorzystywane sg do linearyzacji
przebiegu funkcji).

5 Rozszerzony filtr Kalmana

Rownania dla rozszerzonego filtru Kalmana pozwalajg na analize
nieliniowego dyskretnego uktadu dynamicznego [11]:

X1 = T () + ax (32)

Yi = he () + v (33)

gdzie: f.1:R"—R", hi: R"—>RP - funkcje o argumentach i warto$ciach
wektorowych, nieliniowe, nielosowe, majgce ciggte pierwsze pochodne.

Proces filtracji polega w tym modelu (réwnania 33, 34) na
wyznaczeniu kolejno wielkosci:

estymatora wektora stanu ‘a priori':

X = T (K1) (34)
przyblizenia macierzy kowariancji bledéw estymacji 'a priori' [11]:
— T
R = Fiok-1F-1Fkk-1+ Q-1 (35)

macierzy wzmocnienia Kalmana [11]:

15



Filtracja Kalmana ...

T T -1
Kk:PEHk[HkPEHk +Rk] (36)
estymator wektora stanu a posteriori, po obserwacji yy:
X = % + Ky~ g ) (37)
przyblizenie macierzy kowariancji bledéw estymacji 'a posteriori' [11]:
R = (1 - KHy )R (38)
. i=1..n
_lafi(x) .
Fkﬂ,k{w}_ x=%, (39)
j=1..,n
oraz dla h={h*,...,h"}
. |:l,p
oh'(x N
sz{ a(,)} |x= %4 (40)
X j=1..n

sg macierzami linearyzacji rownan (33, 34) z pominieciem reszty
wzoru Taylora (szerzej linearyzacje opisano we wczesniejsze] czesci
artykutu).

6 Zastosowanie praktyczne

Filtr Kalmana znalazt zastosowanie w wielu dziedzinach nauki i
przemystu np. w: elektronice ,zarzadzaniu energia w pakietach
bateryjnych [6, 7], robotyce [2], automatyce [8], przetwarzaniu sygnatow
medycznych (ECG) [3], inzynierii dzwieku, obrazu przestrzennego [2]
,inzynierii budownictwa do aktywnego ttlumienia drgan [5], popularnie
okreslanego VR (Virtual Reality) [2], systemach kontroli toru poruszania
sie[2, 8], GPS [4], samolotach, autopilotach [9] itp.. Jak wida¢ dziedzin
gdzie zastosowano filtracje Kalmana jest catkiem sporo, nie wymieniono
tu wszystkich. Do wymienionych zastosowan mozna dotozy¢ kolejne
opisane ponizej.

Wykorzystujgc wiedze teoretyczng udato sie stworzy¢ praktyczny
przyktad pokazujgcy dziatanie algorytmu Kalmana zaimplementowanego
do filtracji napiecia sinusoidalnego pochodzgcego z doswiadczalnego
ukfadu stuzagcego badaniu wtasnosci magnetycznych ferromagnetykow.
W ukfadzie tym problemem byly zakidcenia, ktére uniemozliwiaty
praktyczny pomiar. Dzieki wykorzystaniu algorytmu Kalmana udato sie
zmniejszy¢ wplyw zakidcen na wynik badania, a co za tym idzie
uzytecznos¢ samego algorytmu zostata potwierdzona praktycznie.
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Ponizej przedstawiono algorytm Kalmana zaimplementowany w
kodzie Matlaba.

% W dane wegiowe:
W=dane(1:1000,2);

D = size(W,2);%wymiar W

L = size(W,1);%dlugéc W

% wyjscie uktadu:

S =[J;

% H jest praktycznie to samo co macierz D:
H = eye(D);

T = eye(D);

% inicjalizacja

p = H*W(1,)";

P = eye(D)*10; % wartei pocatkowe
Q = eye(D);

R = eye(D)*120;

% petla :

for i=2:L,

% krok estymacii:

p_est=T*p;

P_est = T*P*T'+Q;

% korekcja:

K = P_est*H*inv(H*P_est*H'+R);
p =p_est+ K*( W(i,:)' - H*p_est);
P = (eye(D) - K*H)*P_est;
S=[Sp;

S=S;

subplot(2,1,1);
plot(W(2:length(W),:));
subplot(2,1,2);

%wyswietlenie wyniku

plot(S);

Rysunki 2 i 3 prezentujg kolejno dane pochodzgce z urzgdzenia
pomiarowego. Na Rysunku 2 pokazano nie filtrowane przebiegi na
ktorych wida¢ charakterystyczne postrzepienia petli histerezy
magnetycznej. Na kolejnym rysunku zastosowano filtracje Kalmana i
uzyskano wynik pokazany na Rysunku 3. Wida¢, ze znacznie poprawita
sie czytelnos¢ prezentowanych wynikow co spowodowane jest to tym
ze udalo sie odfiltrowac zakidcenia powstajgce podczas pomiardw.
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HIA/m]

Rys. 2.  Petla histerezy materialu magnetycznego zmierzona w uktadzie SST,
bez filtracji.

H[A/m]

Rys. 3.  Petla histerezy materialu magnetycznego zmierzona w ukfadzie SST,
utworzona z wykorzystaniem filtracji Kalmana.
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7  Whnioski

W prezentowanym artykule udato sie zaimplementowaé algorytm
filtracji sygnatu oraz sam pomyst filtracji zaprezentowany w 1960 roku
przez R. Kalmana, do kolejnego zastosowania praktycznego. Okazuje
sie, ze przedstawione kiedys zalozenia teoretyczne pozwalajg na tak
ogromng liczbe zastosowan, ze do dzis powstajg nowe rozwigzania
oparte na tych zatozeniach. Zatozenia niestety choC proste z natury,
niestety wymagajg dos¢ pokaznej wiedzy matematycznej podczas ich
implementacji, ale za to uzyskany efekt wynagradza trud wiozony w
stworzenie modelu matematycznego opisujgcego zjawisko lub ukfad
poddawany filtracji. Uzyskane wyniki sg czesto lepsze niz mozliwe do
uzyskania innymi sposobami filtracji. Zaprezentowane rozwigzanie moze
sie okaza¢ pomocne dla innych poszukujgcych niestandardowych
sposobéw filtracji sygnatu gdyz zawiera nie tylko gotowe rozwigzanie
dopasowane do konkretnego zagadnienia, ale tez zawiera dos¢ duzg
cze$¢ teorii niezbednag do implementacii.
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KALMAN FILTERING TECHNIQUE ON THE
SST EXAMPLE OF A DEVICE

Summary — It is an attempt to describe the Kalman filter both for linear and
non-linear. The linearization for nonlinear phenomenon was descussed,
and information were used to build practical Kalman filter.

Keywords: Kalman filtration, a non-linear objects, linearization
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